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MATURITNE PRIKLADY Z MATEMATIKY

MATURITNY OKRUH 16: KOMBINATORIKA

1. priklad (177/Pr. 2)

n n n n
Zadanie: Dokézte identitu 10)_ [+20)_|+...+(n-1) +nl |=n2"*
1 2 n-1 n

a) Upravou jednotlivych ¢lenov lavej strany.

b) kombinatorickou tvahou.

RieSenie:

a) Doékaz (priamy):

Priamo z definicie kombinaéného d&isla dostavame:

1[E:J+2[E2J+...+(n—1)EEnrlJ+n[E:J=iZl:i[Ein]:(nlflll!)m+(n2_ﬁza|;2+m+(n(n1)1ﬁ)f:l r(l]?: _
:(”r_“l)!+(”‘n!2)m+m+ﬂ(nn12)! o(n- 1)'_nDZ —r: .1I_1)!_”DZ( ] n2" CBTD

b) Dokaz (priamy):

Predstavme si, Ze by sme vypisali zoznam vsetkych 2" -1 neprazdnych podmnozin
mnoziny A:{LZ,...,n}. Kofko €isel by sme pritom napisali? Je zrejmé, Ze kazdé z Cisel
12,...,n sme napisali rovnako velakrat, a to presne tofkokrat, v kolkych podmnozZinach sa
vyskytuje. ich poCet mdzZzeme zistit nasledujicou Uvahou: Kazdli podmnoZinu mnoziny A
obsahujucu prvok k moézZeme zapisat v tvare {k}D A, kde A, je lubovolna podmnoZina

(n-1)-prvkovej mnoziny A-{k}. Tychto podmnozin je 2", teda kaZdé ¢&islo kO A

napiSeme 2" - kréat. KedZe &isel je spolu n, je celkovy podet napisanych &isel n2"™.
Teraz si predstavme, Ze by sme zoznam podmnoZzin mnoziny A robili systematicky —

n
podla poctu prvkov. Najskér vypiSeme vsetky 1-prvkové podmnoziny. Tych je (J a kazda
n
obsahuje jedno ¢&islo. Potom vypiSeme vSetky dvojprvkové podmnoZiny — tych je (ZJ

n
a kazda obsahuje dve Cisla, teda pritom zapiSeme ZDEZJ Cisel atd. Spolu tymto postupom

. n n n n) ..
napiSeme 1D€ ]+2[E ]+...+(n—1)D€ ]+n[€ ] gisel.
1 2 n-1 n

KedZe obe spravne Uvahy musia viest k rovnakému vysledku, je spravnost danej
identity dokazana.

2. priklad (179/Pr. 3)

Zadanie: Kolko je vSetkych Stvorcifernych €isel neobsahujacich nulu, v ktorych dekadickom zapise
plati, Ze sucet prvych dvoch cifier sa rovna suctu druhych dvoch cifier?

RieSenie:
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Oznaéme M mnozZinu vSetkych Cc&isel pozadovanych vlastnosti, M; nech je mnoZina
Stvorcifernych prirodzenych Cisel, v ktorych sa sucet prvych dvoch aj druhych dvoch cifier rovna i .
Potom plati M =M, OM,0...0My, pricom M, nM; =6 pre i# . Vydislime teda |M,| pre
i =23,...,18 a pouzijeme pravidlo suctu.

Nech kOM, pre i<10. Pre prvé dve cifry €isla k mame moznosti [Li—1],[2,i—2],...,[i—L1],
spolu i -1 moznosti. Pre druhé dve cifry Cisla k mame tych istych i -1 moZznosti, pri¢om volba
druhej dvaojice je nezavisla od volby prvych dvoch cifier. Podla pravidla suc¢inu teda |Mi| = (i —1)2.

Nech teraz kOM; pre i=211. Potom pre prvé dve cifry C&isla k mame moznosti
[9,i —9][8,i -8].....[i -9,9], spolu 19-i moZnosti, teda pre i 211 plati |M,| = (19-i)’.

Podfa pravidla suétu potom dostavame |M|=1%+2%+...+8% +9% +8° +...+2? +1* = 489. Cisel
poZadovanych vlastnosti je teda 489.

3. priklad (180/5)
Zadanie: Nech A, A ,..., A, su vrcholy pravidelného 12-uholnika. Kofko existuje

a) rovnoramennych

b) pravouhlych

c) tupouhlych

trojuholnikov s vrcholmi v tychto dvanéastich bodoch?

RieSenie:

a) Ku kazdému zdvanastich vrcholov vieme dokreslit prave 5
rovnoramennych trojuholnikov s vrcholmi v niektorych z ostatnych
z dvanastich vrcholov (pozri obr.). Z kazdého z dvanastich vrcholov vSak
zostrojime aj jeden rovnostranny trojuholnik, ktory tym padom zaratame
z kazdého jeho vrcholu raz — &ize dohromady trikrat. Preto ho musime
zarovenn dvakrat odratat. Rovnoramennych trojuholnikov je teda

P(vrcholov)*P(trojuholnikov  prislichajacich  jednému  vrcholu) -
2*P(rovnostrannych trojuholnikov) = 5[12-4[2 =52.

b) Pokial si zoberieme jeden z priemerov kruznice dvanastuholniku
opisanej, vSetky trojuholniky vytvorené s niektorym z dalSich vrcholov
budd pravouhlé (Talesova kruznica; pozri obr.). Kazdému priemeru
prislicha teda 10 trojuholnikov a priemerov je 6, ¢ize dohromady bude
pravouhlych trojuholnikov 10® = 60.

¢) Tupouhlych trojuholnikov vieme ku kazdému z vrcholov zostrojit 10,
a preto je ich celkovy pocet 10112=120.
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4. priklad (181/9)

Zadanie: Na orientacny beh sa prihlasilo n pretekarov, medzi nimi aj Adamec, Behun a Cerovy.
Pretekéri vybiehaju na trat jednotlivo, v pevnych intervaloch. Urcte, kofkymi spdsobmi moZzno
zostavit' rozvrh Startov tak, aby Ziadni dvaja z menovanych pretekarov nestartovali bezprostredne
po sebe.

RieSenie:

P (Ziadni dvaja neStartuju po sebe) = P (vSetkych Startovacich rozvrhov) — P (niektori dvaja Startuju
v lubovolnom poradi po sebe) + P (vSetci traja Startujd v lubovolnom poradi po sebe) =

n!—Z[@[ﬁn—l)Ha[Gn—z)!:n! - 6n-1)+60fn-2).

5. priklad (181/11)

Zadanie: Kolkymi spdsobmi moZno &islo 10° rozloZit na sG&in troch prirodzenych &initelov, ak berieme
do avahy aj ich poradie?

RieSenie:
Kedze 10° = 2° [(5° = v3etky hladané &isla budd v tvare 2' 5 (i, j 1{01,2,...,6}). Pri vytvarani

trojic &initefov, ktorych st&inom je 10°, v podstate rozdelime Sest dvojok a nezavisle na tomto
rozdeleni aj Sest’ patiek medzi hladané cCinitele. Pocet réznych trojic Cinitefov sa teda bude rovnat
poctu réznych rozdeleni dvojok zndsobenému poctom réznych rozdeleni patiek medzi Cinitele.
Predstavme si teraz, Ze mame dve prepazky rozdelujuce jednotlivé Cinitele a Sest’ dvojok, ktoré
medzi alebo za tieto prepazky davame. Tym padom v podstate mame osem ,veci“, ktoré sa
shazime usporiadat’ v lubovolnom poradi. Zaroven je ndm vSak jedno, ktor4 dvojka bude kde a tiez

) wos

ktora prepéazka bude kde. Pocet réznych rozdeleni dvojok bude teda zodpovedat Cislu % =28.

Spravne matematicky povedané sme vypocitali permutacie s opakovanim prvkov dvoch druhov,
pricom podet prvkov jedného druhu je 6 a podet prvkov druhého druhu je 2. Zapis: P(6,2).

Vypocet poctu réznych rozdeleni péatiek je Uplne rovnaky aZz na to, Ze namiesto dvojok
rozdefujeme medzi Cinitele patky.

Celkovy pocet vyberu trojice Cinitelov je teda 28[28=784.



