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MATURITNY OKRUH 4: TEORIA CISEL

1. priklad (43/Pr. 1)
Zadanie: Dokazte, Ze prvocisel je nekonec¢ne vela.
Dbékaz (sporom):
Predpokladajme, Ze by prvocisel bolo kone¢ne vela a oznaéme ich p,,p,,..., p,. Utvorme ¢Cislo
P=p,[p,0.0pb +1. Kedze zrejme P> p (i0{L2...,k}), nemoéZe byt (podia predpokladu)
prvogislom. Musi teda byt zlozenym &islom, a teda delitelné nejakym prvogislom. Cislo P vsak
nemdze byt delitelné Ziadnym z &isel p, (i 0{12,...,k}), pretoZe pri deleni kazdym dava zvy$ok 1. To

je spor, a teda predpoklad, ze prvocisel je len konecne vela, bol nespravny a plati podvodny vyrok
CBTD.

2. priklad (46/4)
Zadanie: Najdite prirodzené Cislo n take, Ze sucin vSetkych jeho delitefov sa rovna
a) 330 (540
b) 5832
RieSenie:

a) Urobime si tabulku vSetkych delitelov ¢isla n =3 [5”:

3° 3! 32 3"
501 3°.5° | 3. 5% 32.5°) ... 3*. 50
5t | 3°.50 | 3.5 | 32.50 | ... 3¢, 5!
52| 3°. 52| 3. 52| 32.52 | ... 3. 5°
5 | 3. | 33| 35| .. 3*. 5

Teraz vypisané delitele vynasobime. Zaéneme s prvym riadkom tabulky:

X+1 X+1 M
o) e B 32 0. 3) = () 3 2

Obdobne vynasobime ¢leny druhého, tretieho a posledného riadku:

xl{ix+1)

2. riadok: (51)X ‘B 2

xifx+1)

3. riadok: (SZ)X ‘o2

(o)
posledny riadok: (Sy) B 2
Teraz eSte vynasobime vsetky riadky a ziskame tak sucin v3etkych delitefov Cisla n:

xfx+1) 7 xxr)fy+1)  yly+2)f)
[3 2 } BB m0.m )" =3 2

B 2 =395
Zostava dorieSit sustavu dvoch rovnic o dvoch neznamych, ktorad ndm zostala:
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Cislo spifiajuce vyzadovani podmienku je n=3°[5* =16875.

b) Najprv musime rozlozit dany suéin delitelov na suéin prvodisel: 5832 = 2° [8°
Obdobnym postupom ako v pripade a) dostdvame novu sustavu dvoch rovnic o dvoch
neznamych:

X =

)iy +1)

:5:1
yely+Dtet) [Ty 72 " y-
2

N -

Vysledné ¢islo je teda n=2'[3° =18

3. priklad (46/14)
Zadanie: Dokazte, ze On[0N;36| (2n6 -n* - n2)
Doékaz (priamy):
Najprv si upravime zadany vyraz a ozna¢ime ho k::
k=2n° —n* -n? =n?(2n* - n? =1) = n?(n? -1)2n? +1) = n?(n-1)(n +1)2n? +1)
Teraz dokazeme, Ze vyraz je delitelny 4 aj 9, a teda aj 36.

Delitefnost 4:
n=2l=n’=4?=4|n*= 4|k
OnONOON,; 4|k
" n=2-1= (n+1)(n-1)=2 {2 -2) = 4 ifl —1):>4|((n+1)(n—1)):>4|k}:> |
Delitefnost 9:

n=3=n’=9?=9|n”=9|k
ONONOON;n=3 -1= (n+1)2n? +1)=3 forfoi2 -6l +1)+1] =01 f6i? -4 +1)= 9|k
n=3-2= (n-1)2n? +1)= @ -3) eIz 121 + 4)+1] = of -1)cle12 -8l +3) = 9k
=9]k
(4|k 09|k)= 36|k CBTD.

4. priklad (46/17)
Zadanie: Kolko celogiselnych riesenf [x,y] takych, Ze |x <100 a |y] <100 mé rovnica (x-y)’ =x+y?
RieSenie:
Musi nastat’ jeden z troch pripadov:
1. x=y=0=x+x=x=0=y=0

2. x<y=[kON;y=k+x=(x-k-x)*=x+k+x=k?=2x+k= x=
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3. x>y-symetrické rieSenie ako v 2.
Z prvého pripadu dostavame jedno rieSenie. Teraz zistime, kofko je rieSeni v druhom pripade:

k 112 |3] .. 13 14
Xx]10]1]3 78 | 91
Yy |]1[3]6 91 | 105

Z tabulky vidiet, ze existuje 13 rieSeni (pri k=14 je uz |y|>100). Dohromady je teda 27 rieSeni
(jedno z prvého pripadu, 13 z druhého pripadu a 13 z tretieho pripadu).

5. priklad (47/20)
Zadanie: Najdite v3etky rieSenia rovnice 1+ x+ x? + x> =2Y v obore nezapornych celych &isel.
RieSenie:
Najprv rovnicu trochu upravime:
(1+x)+x2(1+x)=2Y
(x+1)(x? +1)=2Y

>~

Méze nastat jeden z troch pripadov:
x=0=1=2" = y=0=[00]0K
xON C x je parne = nepéarne Lneparne =2¥ = [y
xOIN L x je nepédme = OnON;x =2n-1= 2n[{n? —4n+1+1)= 2" = nif2n? - 2n +1)= 2/
KedZe &islo 2n?-2n+1 je neparne, musi byt rovné 1 (inak nedostaneme po roznasobeni
mocninu dvojky):

2n* -2n+1=1

2nifn-1)=0

KedZe nON,tak: n=1=>x=1=1=2Y2=y=2
Rovnica ma dve riesenia: K ={[0,0],[1.2]} .
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