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1. priklad (188/Pr. 3)

Zadanie: Aky m6ze byt maximalny pocet vrcholov konvexného mnohostena, ktorého vSetky steny su
trojuholnikmi a stuper kazdého vrcholu je mensi ako 6?

RieSenie:
Oznacime v pocet vrcholov mnohostena, h pocet jeho hran a s pocet jeho stien. Podla Eulerovej

vety pre mnohosteny musi platit s+v=h+2, odkial v=h+2-s.
KedZe kazda stena ma byt trojuholnikom, plati, Ze na jednu stenu pripadaju tri hrany, z ktorych

kazd4 patri obvodu prave dvoch stien. Plati teda h:gs:széh. Po dosadeni do

predchadzajuceho vztahu dostdvame v=h+2 —%h = g +2.
Ked oznaCime stupne vrcholov mnohostena postupne s;,s,,...,S,, mame podfa zadania
s <5 (i0{12...,\}). VkaZzdom mnohostene plati s, +s,+...+s, =2h, odkial dostdvame pre na3

mnohosten nerovnost 2h<5v, teda v= % h.

Skombinovanim doterajSich poznatkov dostavame nerovnost pre h: g +2=v2 % h=h<30. Teda

vs3—3?+2=12 (mnohostenom pozZadovanych vlastnosti s 12 vrcholmi je napriklad pravidelny

dvadsat'sten (ikosaéder)).
Mnohosten poZadovanych vlastnosti méze mat najviac 12 vrcholov.

2. priklad (189/5)
Zadanie: Nech G;,G, su navzajom komplementarne grafy. Ak ma G, aspofi dva komponenty
suvislosti, tak je G, suvisly. Dokazte.
Poznamka: Hovorime, Ze grafy G,H su komplementarne, ak maju tu istd mnoZzinu vrcholov a plati:
Vrcholy u,v st spojené hranou v grafe G prave vtedy, ak nie su spojené v H .

Dokaz (priamy):

Nech G;,G, su navzajom komplementarne grafy. Ak graf G, ma aspon dva komponenty suvislosti
= [ubovolné dva vrcholy z réznych komponentov suvislosti v grafe G, su v grafe G, spojené
hranou, lebo v G, neboli. Zaroven lubovolné dva vrcholy z rovnakého komponentu suvislosti, ktoré
boli spojené hranou v G;, nie su spojené hranou v G,, ale vieme sa zjedného do druhého
pomocou vrcholu z druného komponentu slvislosti v G, dostat inou cestou, &im spifame
podmienku suvislosti CBTD.

3. priklad (190/16 a), b))
Zadanie: Graf G je definovany takto: mé 64 vrcholov, ktorym su vzajomne jednoznacne priradené
v8etky podmnoZiny mnoziny {L2,3,4,5,6}. Dva vrcholy su spojené hranou prave vtedy, ked

podmnoziny priradené tymto vrcholom su disjunktné.
a) Urcte pocet hran grafu G.
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b) Dokazte, Ze G je suvisly.

RieSenie:

a)

b)

Pocet hran grafu uréime tak, Ze spocitame hrany, ktoré vychadzaju z jeho jednotlivych vrcholov
a potom tento pocCet vydelime 2 (kazdu hranu tak totizto zapoclitame dvakrat). Budeme
postupovat tak, Ze postupne zoberieme vrcholy s priradenymi nula-, jedno-, dvoj-, troj-, Stvor-,
pat- a Sestprvkovymi podmnoZinami mnoziny {L2,3,4,5,6} a zistime kolko hran z nich
dohromady vychadza. Z vrcholu s priradenou prazdnou mnozinou vychadza 63 hran (prazdna
mnozina je disjunktna so vSetkymi ostatnymi mnoZzinami). Z vrchola s priradenou Sestprvkovou
podmnoZinou vychadza len jedna hrana do vrcholu s priradenou prazdnou mnoZinou.

6
Jednoprvkovych podmnozin mnoziny {12,3,4,5,6} je (1] =6 a z kazdej z nich vychadza 2° hran

(to je poCet podmnozin patprvkovej mnoziny, ktord vznikla z mnoziny {L2,3,4,5,6}, ked sme

v nej vynechali prvok nachadzajuci sa vo vybratej jednoprvkovej mnoZine — s tymito
podmnozZinami je jednoprvkovd podmnoZina disjunktnd). Z vrcholov s priradenymi
jednoprvkovymi podmnoZinami vychadza teda dohromady 192 hran. Dvojprvkovych podmnoZzin

6
mnoziny {1,2,34,56} je [2j:15 a z kazdej vychadza 2* hran. Dokopy je teda 240 hran

vychadzajucich z dvojprvkovych podmnoZin. Pocet hran vychadzajldcich z ostatnych vrcholov
vypocitame podobne:

6
Trojprvkové podmnoziny: pocet hrédn = [3} [2° =208 =160
- , o v z 6 2
Stvorprvkové podmnoziny: pocet hran = 4 [(2° =15[4=60

6
Patprvkové podmnoziny: pocet hran = (5] P'=62=12
Z vrcholov vychadza dohromady teda 63+1+192+240+160+60+12 =728 hran a pocet hran
v grafe je 7—38 =364 hran.

KedZe vrchol s priradenou prdzdnou mnoZzinou je spojeny so vSetkymi ostatnymi vrcholmi,
vieme sa cezen dostat po hranach z lubovolného vrcholu do lubovolného iného vrcholu. Tym
je podmienka suvislosti splnena.

4. priklad ((190/16 c), d), e))

Zadanie: Graf G je definovany takto: mé 64 vrcholov, ktorym su vzajomne jednoznacne priradené
v8etky podmnoZiny mnoziny {L2,3,4,5,6}. Dva vrcholy su spojené hranou prave vtedy, ked
podmnoZziny priradené tymto vrcholom su disjunktné.

C)

Dokazte, Ze G je eulerovsky.

d) Dokazte, Ze G nie je hamiltonovsky.
e) Dokazte, ze G obsahuje K, aj Ky, a teda nie je rovinny.
RieSenie:
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c) Aby sme zistili, ¢i je graf eulerovsky, musime vediet, akého stupfia (parneho, neparneho) su
jeho vrcholy a v akom pocte. Toto urCenie je o nieCo obSirnejSie urobené v tretom priklade.
Teraz vyuzijeme to, ¢o sme vysSie uz dokazali, na mature to treba predviest...

Ked Ze su v grafe dva vrcholy neparneho stupna (s prazdnou a so Sestprvkovou mnozinou)
a ostatné stupria parneho, je graf eulerovsky.

d) KedzZe vrchol s priradenou Sestprvkovou mnozinou je stupfia 1, nemézeme do neho vojst’ aj
Z neho vyjst, a teda nemdZe byt stucastou kruZnice.

e) Tusu priklady K;, a Kg: {1

{5}/A\{2} R
vy B

{45} {6} {56}

5. priklad (nie je v MK)
Zadanie: Zostrojte graf s desiatimi vrcholmi typu (4,4,3333,2,211).
RieSenie:
Podla vety plati, ze graf typu (44333322110« [(332222211) ~ [(22,2,21111)

- 211111]) » {11110,0). KedZe graf typu (111100) ogividne existuje existuje aj graf typu
(443333 2, 2L1) a zostrojime ho postupnym odvodzovanim z grafu LLLLO 0

/\é/\ SN
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pozn.: Vysledny graf m6Zze samozrejme vyzerat Uplne inak, ide len o to, akym spdsobom sme ho
vytvorili, takZe sa to neucte ako obrazky...

6. priklad (190/17)

Zadanie: Napiste ¢Cisla 1,2,...,9 do kruhu tak, aby Ziadne dve susedné nedavali sucet delitelny Cislami
35,7.
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RieSenie:
Najprv si nakreslime graf s 9 vrcholmi ozna¢enymi 1,2,...,9. V tomto grafe budu dva vrcholy spojené
hranou prave vtedy, ked sucet ich oznaceni nebude delitelny Ziadnym z &isel 3,5,7:

Ked teraz vtomto grafe najdeme Hamiltonovsku kruznicu, najdeme (cez oznacenia jednotlivych
vrcholov) vlastne hladanu postupnost &isel 1,2,...,9. V grafe su vrcholy s oznaCeniami 1, 2 a 4
stupna 2. To znamend, Ze v Hamiltonovskej kruznici musia ist nevyhnutne za sebou vrcholy
s oznaCeniami 3, 1, 7 (resp. 7, 1, 3), rovnako aj vrcholy s ozna¢eniami 6, 2, 9 (resp. 9,2,6)a 7,4, 9
(resp. 9, 4, 7), inak by sme totiz nemohli prejst cez vrcholy stuprfia 2. Z toho dostavame, Ze za
sebou urcite péjdu vrcholy vtomto poradi: 3, 1, 7, 4, 9, 2, 6. Teraz uz staci len na koniec
postupnosti pridat vrcholy s oznagenim 5 a 8. Cize vysledna postupnost &isel 1,2,....9 v kruhu

bude: 5-8-3-1-7-4-9-2-6-5.

pozn.: Ak bol ten predoSly odstavec nezrozumitelny aj na desiate precitanie, skis sa nad tym
zamysliet sam, dojdeS$ na to, urcite. Ak ani to nepomdze, tak sa mézes skusit' spytat’ niekoho, kto
tomu rozumie, Ustne sa vysvetluje ovela lepSie nez pisomne (aj ked toto by sa dalo dobre vysvetlit
aj pisomne, len sa mi to myslim moc nepodarilo:0)



